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@ Motivacién
© Representacién de Relaciones usando matrices

© Representacién de Relaciones usando digrafos

@ Ejercicios
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Motivacion

@ En esta sesidon discutiremos dos métodos alternativos para representar
relaciones.
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Motivacion

@ Un método utiliza matrices cero-uno.
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Motivacion

o El otro método usa representaciones pictéricas llamadas grafos
dirigidos.
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Motivacion

@ Generalmente, las matrices son apropiadas para la representacién de
relaciones en programas de computadora.
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Motivacion

@ Por otro lado, las personas a menudo encuentran (til la
representacién de relaciones utilizando grafos dirigidos para
comprender las propiedades de estas relaciones.
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Matrices cero-uno |

@ Una relacidn entre conjuntos finitos se puede representar utilizando
una matriz cero-uno.
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Matrices cero-uno |

@ Suponga que R es una relacién de A = {a1,aq,...,an} a
B = {b1,bs,...,bn}.
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Matrices cero-uno |

@ Aqui los elementos de los conjuntos A y B se han enumerado en un
orden particular, pero arbitrario.
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Matrices cero-uno |

@ Ademds, cuando A = B usamos el mismo orden para Ay B.
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Matrices cero-uno |li

@ La relacién R se puede representar mediante la matriz M = [m;;],
donde

1si(a,b) € R,

0si(a,b) € R.

mij =
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Matrices cero-uno |li

@ La relacién R se puede representar mediante la matriz M = [m;;],
donde
) 1si(a,b) €R,

mi; = .
0si(a,b) € R.
@ En otras palabras, la matriz cero-uno que representa a R tiene un 1

como su entrada (4, j) cuando a; esta relacionada con bj, y un 0 en
esta posicion si a; no estd relacionada con b;.
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Matrices cero-uno |li

@ La relacién R se puede representar mediante la matriz M = [m;;],
donde
1si(a,b) € R,
mi; = .
0si(a,b) € R.

@ En otras palabras, la matriz cero-uno que representa a R tiene un 1
como su entrada (4, j) cuando a; esta relacionada con bj, y un 0 en
esta posicion si a; no estd relacionada con b;.

o Esta representacién depende de los ordenamientos utilizados para A y
B.
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Ejemplo 1

Suponga que A =1{1,2,3} y B ={1,2}. Sea R la relacién de A a B que
contiene (a,b) sia € A,b € By a > b. iCudl es la matriz que representa a
Rsiag=1l,a0=2ya3=3,yby =1y by =27
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Ejemplo 1

Suponga que A =1{1,2,3} y B ={1,2}. Sea R la relacién de A a B que
contiene (a,b) sia € A,b € By a > b. iCudl es la matriz que representa a
Rsiag=1l,a0=2ya3=3,yby =1y by =27

Solucion: Como R = {(2,1),(3,1),(3,2)}, la matriz para R es
0 0
Mrp= |1 O
11

Los 1s en Mp muestran que los pares (2,1),(3,1) y (3,2) pertenecen a R.
Los Os muestran que ninglin otro par pertenece a R. O
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Ejemplo 2

Ejemplo 2

Sean A = {a1,a2,a3} y B = {b1,ba,b3,by,b5}. i Qué pares ordenados
estan en la relacion R representada por la matriz

Mp =

e )

1
0
0

_ = O

o~ O

_ o o
~
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Ejemplo 2

Ejemplo 2

Sean A = {a1,a2,a3} y B = {b1,ba,b3,by,b5}. i Qué pares ordenados
estan en la relacion R representada por la matriz

Mp =

e )

1
0
0

_ = O

o~ O

_ o o
~

Solucién: Como R consiste de los pares ordenados (a;, b;) con m;; =1, se
sigue que

R = {(al, bg), (ag, bl), (ag, bg), (ag, b4), (a3, bl), (ag, bg), (ag, b5)}
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Reflexividad de una relacién expresada en una matriz

@ Recuerde que una relacién R sobre A es reflexiva si (a,a) € R
siempre que a € A.
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Reflexividad de una relacién expresada en una matriz

e Por lo tanto, R es reflexiva si y sélo si (a;,a;) € R para
1=1,2,...,n.
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Reflexividad de una relacién expresada en una matriz

@ Asi, R es reflexiva si y sélosimj; =1, parai=1,2,...,n.
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Reflexividad de una relacién expresada en una matriz

@ En otras palabras, R es reflexiva si todos los elementos de la diagonal
principal de My son iguales a 1, como se muestra en la Figura 1.

Figura 1: Matriz cero-uno para una relacidn reflexiva, los elementos fuera de la
diagonal puden ser 0 o 1.
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Reflexividad de una relacién expresada en una matriz

@ Tenga en cuenta que, en general, los elementos de la diagonal
principal pueden ser 0 o 1.

Figura 1: Matriz cero-uno para una relacidn reflexiva, los elementos fuera de la
diagonal puden ser 0 o 1.
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Simetria y antisimetria de una relacion expresada en una

matriz |

@ La relacién R es simétrica si (a,b) € R implica que (b,a) € R.
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Simetria y antisimetria de una relacion expresada en una

matriz |

e En consecuencia, la relacién R en el conjunto A = {ay,as,...,a,} es
simétrica si y sélo si (aj,a;) € R siempre que (a;,a;) € R.
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Simetria y antisimetria de una relacion expresada en una

matriz |

@ En términos de las entradas de Mg, R es simétrica si y sélo si
mj; = 1 siempre que m;; = 1.
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Simetria y antisimetria de una relacion expresada en una

matriz |

@ Esto también significa m;; = 0 siempre que m;; = 0.
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Simetria y antisimetria de una relacion expresada en una

matriz |

@ En consecuencia, R es simétrica si y sélo si m;; = mj;, para todos los
pares de enteros iy jcont=1,2,...,.nyj=1,2,... n.
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Simetria y antisimetria de una relacion expresada en una

matriz |

@ Recordando la definicién de la transpuesta de una matriz vemos que
R es simétrica si y sélo si

MR = (MR)t7

es decir, si Mg es una matriz simétrica.
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Simetria y antisimetria de una relacion expresada en una

matriz Il

@ La relacién R es antisimétrica si y sélo si (a,b) € Ry (b,a) € R
implican que a = b.

@ En consecuencia, la matriz de una relacién antisimétrica tiene la
propiedad de que si m;; = 1 con i # j, entonces m;; = 0.

@ O, en otras palabras, m;; =0 o m;; = 0 cuando 7 # j.

1

(a) (b)

Figura 2: Las matrices cero-uno para relaciones simétricas y antisimétricas.
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Ejemplo 3

Ejemplo 3

Suponga que la relaciéon R sobre un conjunto esta representada por la
matriz

110
Mp=|1 1 1
01 1

iR es reflexiva, simétrica y/o antisimétrica?

Solucién: Como todos los elementos diagonales de esta matriz son iguales
a 1, R es reflexiva. Ademads, como Mg es simétrica, se sigue que R es
simétrica. También es facil ver que R no es antisimétrica. O
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Uniodn e interseccion de relaciones mediante matrices

@ Suponga que Ry y Ry son relaciones sobre un conjunto A
representadas por las matrices Mg, y Mp,, respectivamente.
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Uniodn e interseccion de relaciones mediante matrices

@ La matriz que representa la unién de estas relaciones tiene un 1 en las
posiciones donde Mp, o Mg, tienen un 1.
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Uniodn e interseccion de relaciones mediante matrices

@ La matriz que representa la interseccién de estas relaciones tienen un
1 en las posiciones donde tanto Mp, como Mg, tienen un 1.
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Uniodn e interseccion de relaciones mediante matrices

@ Por lo tanto, las matrices que representan la unién y la interseccién
de estas relaciones son

Mpg,uR, =Mpg, V MR, y Mp,nr, =Mp, N MR,.
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Ejemplo 4 |

Ejemplo 4

Suponga que las relaciones R; y Ry sobre un conjunto A estdn representadas por
las matrices

1
MRI =L MR2 =
0

= o O
O O =
<
— o =
S = O
O~

i Cudles son las matrices que representan Ry U Ry y Ry N Ry?




Ejemplo 4 |

Ejemplo 4

Suponga que las relaciones R; y Ry sobre un conjunto A estdn representadas por
las matrices

1
MRI =L MR2 =
0

= o O
O O =
<
— o =
S = O
O~

i Cudles son las matrices que representan Ry U Ry y Ry N Ry?

Solucién: Las matrices de estas relaciones son

1 0 1
Mp,ory, = Mp, VMg, = [1 1 1|,
1 1 0]
1 0 1]
Mp,ng, = Mp, AMp, = [0 0 0
0 0 0]




Composicion de relaciones mediante matrices

@ Ahora dirigimos nuestra atencién a determinar la matriz para la
composicién de relaciones.
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Composicion de relaciones mediante matrices

@ Esta matriz se puede encontrar usando el producto booleano de las
matrices para estas relaciones.
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Composicion de relaciones mediante matrices

@ En particular, suponga que R es una relacién de A a By que S es
una relacién de B a C.
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Composicion de relaciones mediante matrices

@ Suponga que A, By C tienen m,n y p elementos, respectivamente.
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Composicion de relaciones mediante matrices

@ Sean las matrices cero-uno Mgor = [tij], Mg = [rij] y Ms = [si;]
para So R, Ry S, respectivamente (estas matrices tienen tamafios
m X p, mXmnyn X p, respectivamente).
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Composicion de relaciones mediante matrices

@ El par ordenado (aj, c;) pertenece a S o R siy sélo si hay un elemento
by, tal que (a;,by) pertenece a Ry (by,c;j) pertenece a S.

FCC-BUAP)



Composicion de relaciones mediante matrices

@ Se sigue que t;; = 1 si y sblo si 7, = s3; = 1 para alglin k.
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Composicion de relaciones mediante matrices

@ Por la definicién del producto booleano, esto significa que

MSoR = MR ® Ms.
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Ejemplo 5

Ejemplo 5

Encuentre la matriz que representa la relacién S o R, donde las matrices
que representan Ry S son

101
Mr=1{1 1 0 y Mg =
000

= o O
S O =
— = O
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Ejemplo 5

Ejemplo 5

Encuentre la matriz que representa la relacién S o R, donde las matrices

que representan Ry S son

S O =
— = O

101 0
Mr=1{1 1 0 y Mg = |0
000 1

Solucién: La matriz para So R es

111
Mgor=MpoOMs= [0 1 1
000
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Potencias de una relacion mediante matrices

@ La matriz que representa la composicién de dos relaciones se puede utilizar
para encontrar la matriz para Mg~.
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Potencias de una relacion mediante matrices

@ En particular,
Mpn = MU

por la definicién de potencias Booleanas.
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Potencias de una relacion mediante matrices

Encuentre la matriz que representa la relacién R?, donde la matriz que representa
aRes

Mp =

= o O

1
1
0

o = O




Potencias de una relacion mediante matrices

Encuentre la matriz que representa la relacién R?, donde la matriz que representa
aRes

01 0
Mr=10 1 1
1 00
Solucién: La matriz para R? es
0 1 1
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Representacion de Relaciones usando digrafos

@ Hemos demostrado que una relacién se puede representar
enumerando todos sus pares ordenados o usando una matriz cero-uno.
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Representacion de Relaciones usando digrafos

o Existe otra forma importante de representar una relacion mediante
una representacion pictérica.
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Representacion de Relaciones usando digrafos

o Cada elemento del conjunto esta representado por un punto, y cada
par ordenado se representa mediante un arco con su direccién
indicada por una flecha.
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Representacion de Relaciones usando digrafos

@ Usamos tales representaciones pictéricas cuando pensamos en las
relaciones en un conjunto finito como grafos dirigidos o digrafos.
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Definicion de digrafo

Definicion 1

Un grafo dirigido, o digrafo, consiste en un conjunto V' de vértices (o
nodos) junto con un conjunto E de pares ordenados de elementos de V'
llamados aristas (o arcos). El vértice a se llama vértice inicial de la arista
(a,b) y el vértice b se llama vértice terminal de esta arista.
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Definicion de digrafo

Definicion 1

Un grafo dirigido, o digrafo, consiste en un conjunto V' de vértices (o
nodos) junto con un conjunto E de pares ordenados de elementos de V'
llamados aristas (o arcos). El vértice a se llama vértice inicial de la arista
(a,b) y el vértice b se llama vértice terminal de esta arista.

Una arista de la forma (a,a) se representa mediante una arista del vértice
hacia si mismo. Tal arista se llama ciclo.
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Ejemplo 7

El grafo dirigido con vértices a, b, c y d, y aristas (a,b), (a,d), (b,b), (b,d),
(c,a), (¢,b), y (d,b) se muestra en la Figura 3.

Q
>

d c

Figura 3: El grafo dirigido del Ejemplo 7.
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Ejemplo 8

Ejemplo 8

El grafo dirigido de la relacién

Ry ={(1,1),(1,3),(2,1),(2,3),(2,4),(3,1),(3,2), (4, 1)}

sobre el conjunto {1,2,3,4} se muestra en la Figura 4.

4 3

Figura 4: El grafo dirigido de la relacién R; del Ejemplo 8.
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Ejemplo 9

Ejemplo 9

i Cuales son los pares ordenados en la relacién Ry representados por el grafo
dirigido que se muestra en la Figura 57

Figura 5: El grafo dirigido de la relacién Ry del Ejemplo 9.
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Ejemplo 9

Ejemplo 9

i Cuales son los pares ordenados en la relacién Ry representados por el grafo
dirigido que se muestra en la Figura 57

Figura 5: El grafo dirigido de la relacién Ry del Ejemplo 9.

Solucién: Los pares ordenados (x,y) en la relacién son
Ry = {(15 3)7 (17 4)? (27 1)’ (25 2)7 (2’ 3); (37 l)a (3a 3)7 (4a 1)7 (47 3)}

Cada uno de estos pares corresponde a una arista del grafo dirigido, (2,2) y (3,3)
corresponden a los dos ciclos en el grafo. O
Py .
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Propiedades de relaciones via digrafos |

o El grafo dirigido que representa una relacién se puede utilizar para
determinar si la relacion tiene varias propiedades.
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Propiedades de relaciones via digrafos |

@ Por ejemplo, una relacién es reflexiva si y sélo si hay un ciclo en cada
vértice del grafo dirigido, de modo que cada par ordenado de la forma
(x,x) ocurre en la relacién.
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Propiedades de relaciones via digrafos |

@ Una relacién es simétrica si y sélo si para cada arista entre vértices
distintos en su digrafo hay una arista en la direccién opuesta, de modo
que (y,x) esta en la relacién siempre que (x,y) estd en la relacién.
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Propiedades de relaciones via digrafos |

@ De manera similar, una relacién es antisimétrica si y sélo si nunca hay
dos aristas en direcciones opuestas entre vértices distintos.
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Propiedades de relaciones via digrafos |1

Finalmente, una relacién es transitiva si y sélo si siempre que hay una
arista de un vértice x a un vértice y y una arista de un vértice y a un
vértice z, hay una arista de = a z (completando un tridngulo donde cada
lado es una arista dirigida con la direccién correcta).

FCC-BUAP)



Propiedades de relaciones via digrafos |1

Observacién 1

Tenga en cuenta que una relacién simétrica se puede representar mediante
un grafo no dirigido, que es un grafo en el que las aristas no tienen
direcciones.
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Ejemplo 10 |

Ejemplo 10

Determine si las relaciones para los grafos dirigidos que se muestran en la Figura
6 son reflexivas, simétricas, antisimétricas y/o transitivas.

b ¢ c d

Figura 6: Los grafos dirigidos de las relaciones S; y S5 del Ejemplo 10.

Solucién:
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Ejemplo 10 |

Ejemplo 10

Determine si las relaciones para los grafos dirigidos que se muestran en la Figura
6 son reflexivas, simétricas, antisimétricas y/o transitivas.

b ¢ c d

Figura 6: Los grafos dirigidos de las relaciones S; y S5 del Ejemplo 10.

Solucién:

@ Debido a que hay ciclos en cada vértice del grafo dirigido de S, es reflexiva.
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Ejemplo 10 |

Ejemplo 10

Determine si las relaciones para los grafos dirigidos que se muestran en la Figura
6 son reflexivas, simétricas, antisimétricas y/o transitivas.

b ¢ c d

Figura 6: Los grafos dirigidos de las relaciones S; y S5 del Ejemplo 10.

Solucién:

@ La relacién S7 no es simétrica ni antisimétrica porque hay una arista de a a
b pero no una de b a a, pero hay aristas en ambas direcciones que conectan
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Ejemplo 10 Il

@ Por dltimo, Sy no es transitiva porque hay una arista de @ a b y una arista
de b a ¢, pero no hay arista de a a c.
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Ejemplo 10 Il

@ Ya que los ciclos no estan presentes en todos los vértices del grafo dirigido
de S, esta relacidon no es reflexiva.




Ejemplo 10 Il

@ Es simétrica y no antisimétrica, porque cada arista entre vértices distintos
estd acompaiada por una arista en la direccién opuesta.




Ejemplo 10 Il

@ Tampoco es dificil ver en el grafo dirigido que S5 no es transitiva, porque
(¢,a) y (a,b) pertenecen a So, pero (c,b) no pertenece a Ss. O
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Ejercicios |

© Represente cada una de estas relaciones sobre {1,2,3,4} con una
matriz (con los elementos de este conjunto enumerados en orden

creciente).
0 {(1,2),(1,3),(1,4),(2,3),(2,4),(3,4)}
@ {(1,1),(1,4),(2,2),(3,3),(4,1)}
0 {(1,2),(1,3),(1,4),(2,1),(2,3),(2,4),(3,1),(3,2),(3,4), (4, 1),
(4, )(4 3)}
o {(2 4),(3,1),(3,2),(3,4)}

@ Enumere Ios pares ordenados en las relaciones sobre {1,2,3,4}
correspondientes a estas matrices (donde las filas y columnas
corresponden a los niimeros enteros listados en orden creciente).

110 1 1110 01 0 1
1010 010 0 1010
@ o111 @ h o011 © 10101
101 1 100 1 1010




Ejercicios |l

© Determine si las relaciones representadas por las matrices en el
ejercicio 2 son reflexivas, simétricas, antisimétricas y/o transitivas.

@ Sean R; y Ry relaciones sobre un conjunto A representadas por las
matrices

010 010
Mg, =[1 11 y Mp, =0 1 1
100 111

Encuentre las matrices que representan

@ RiUR,. ©@ RioR-,. (5] Rl@RQI.
@ R NR,. Q@ RyoR;.




Ejercicios Il

© Sea R la relacién representada por la matriz
010
Mrp= 10 0 1
1 10
Encuentre las matrices que representan

o R2 o R°. e R

@ Enumere los pares ordenados en las relaciones representadas por los
grafos dirigidos de la Figura 7.
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Ejercicios IV
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23,

25,

27.

a
AE
b
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24,
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a b




@ Determine si las relaciones representadas por los grafos dirigidos de la
Figura 7 son reflexivas, simétricas, antisimétricas, y/o transitivas.

© Sea R una relacién sobre un conjunto A. Explique cémo usar el grafo
dirigido que representa a R para obtener el grafo dirigido que
representa la relacién inversa R

ldonde R ® R = (R1 @] Rz) — (R1 n Rz).
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